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Die von den Feldstarken abhingigen Terme in der Hamiitox-Funktion fiihren bei der Ableitung
aus einem Variationsprinzip zu einem Massenoperator vom Heisexserc-Typ. Thre Koeffizienten wer-

den aus diesem Anlaf3 berichtet.

Der gegenwirtige Stand unseres Problems ist,
um es kurz zusammenzufassen, der folgende: die
zugrunde liegende Idee, die Selbstwechselwirkung
der Ladung mit ihrem elektromagnetischen Felde
durch eine Vermehrung der Freiheitsgrade in den
mechanischen Teil der Hamirron-Funktion aufzu-
nehmen und dabei die divergenten Integrale iiber
den Frequenzenraum durch einen wohldefinierten
Operator zu ersetzen, wurde bisher nur im Rahmen
einer Einteilchentheorie zu realisieren versucht. Man
kommt dabei wegen der bekannten Kovarianzschwie-
rigkeiten nicht ganz durch, kann aber mit einer nicht
sehr kiinstlichen Hilfsannahme die LorenTz-Invarianz
wahren und gelangt dann zu einer linearen Wellen-
gleichung mit unendlichen Matrizen und einem mit
diesen Matrizen gebildeten Massenoperator, der je-
denfalls mit sehr guter Naherung die Eigenwerte =1
hat, wie die Diracsche f-Matrix. Er hat aber auller-
dem verschiedene komplexe Eigenwerte, und es liefl
sich absehen, daf} eine Einteilchentheorie damit das
Ende ihrer Moglichkeiten erreicht hatte. Inzwischen
hat Heisensere ! liberzeugend dargetan, dafl man
mit einer linearen Wellengleichung tiberhaupt nicht
auskommt, sondern daf} ein Massenoperator minde-
stens dritten Grades in der Wellenfunktion sein muB.
Es scheint uns nun recht bemerkenswert, dafl man
im Rahmen des vorliegenden Versuchs in der Tat
zu einem solchen Terme kommt, wenn man, zunachst
ganz ohne diesen Nebengedanken und nur im Hin-
blick auf die Quantisierung des Materiefeldes, statt
von der Hamirtonschen Formulierung einmal von
einer Lacranceschen Funktion ausgeht.

Das kommt folgendermaflen zustande. Wir haben
schon frither gezeigt, daB der Ubergang von der
kraftefreien Bewegung zur Bewegung in vorgegebe-
nen elektrischen und magnetischen Feldern bei uns
nicht in der iiblichen Weise durch blofle Addition der

Potentiale zu den Impulsen geschehen kann. Es ist

1 z. B. W. Heisensere, Rev. Mod. Phys. 29, 269 [1957].
2 W. WesseL, Z. Naturforschg. 7a, 583 [1952]; 10a, 89
[1955], zitiert als III und IV. Ferner ebenda 4a, 645

vielmehr notig, auch feldstarkenabhidngige Glieder
in die HamiLtoN-Funktion mit aufzunehmen. jedoch
nicht in Form eines ,,PavLi-Terms®, sondern noch
in Abhingigkeit von den Impulsen. Wir haben diese
Zusitze bisher nicht genauer ausgerechnet, weil wir
zwar ihre Notwendigkeit plausibel machen, aber kein
kiares Konstruktionsprinzip dafiir angeben konn-
ten. Man kann sie nur empirisch bestimmen, indem
man geeignete invariante Kombinationen bildet und
ihre Koeffizienten so einrichtet, dal der Anomalie-
faktor und die Wasserstoff-Feinstruktur bis zur vier-
ten Potenz in der Feinstrukturkonstanten richtig wer-
den — ein Verfahren, das duflerst unbefriedigend ist,
nachdem man mit der Dirac-Gleichung bis zu dieser
Naherung automatisch richtig rechnet und mit den
Standardmethoden der Feldquantelung erfolgreich
bis zur fiinften und hoheren Potenzen rechnen kann.
Diese scheinbar so unliebsamen Terme sind es, die
Terme dritten Grades in der Wellenfunktion nach
sich ziehen, wenn man die Wellengleichung in der
iiblichen Weise aus einem Variationsprinzip herzu-
leiten versucht. Wesentlich ist dafiir das gemeinsame
Vorkommen von Feldstarken und Impulsen in den
Zusatzgliedern. Die Gegenwart der Impulse zieht Ab-
leitungen der Feldstarken nach sich, und diese driik-
ken sich, wenn man nach den Potentialen variiert,
durch die Stromkomponenten, d.h. quadratisch in
den Materiewellenfunktionen aus, womit ein Wechsel-
wirkungsglied dritten Grades entsteht. Mit Hinblick
darauf schien es uns nun doch interessant, die an
sich etwas umstdndliche Berechnung der Koeffizien-
ten dieser Zusatzglieder einmal durchzufiihren. Sie
haben, wie man erwarten kann. einfache Zahlwerte.
Was die Existenz von Transformationsgruppen be-
trifft, so haben wir uns begniigt, auf Invarianz gegen
Rauminversion zu achten.

I. Um allzuviele Verweise auf frithere Arbeiten 2
zu ersparen, geben wir zunidchst noch einmal eine

[1949], zitiert als QM, und Phys. Rev. 76, 1512 [1949];
83, 1031 [1951] und W. WesseL u. S. J. Czyzak, Phys. Rev.
91, 986 [1953], zitiert als PR 1, 2, 3.
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ganz kurze Ubersicht iiber die hauptsichlich zu be-
nutzenden formalen Beziehungen, wobei einige da-
von ausfiihrlicher als frither geschehen erlautert wer-
den sollen. Genau wie in der Diracschen Theorie
des Elektrons haben wir es neben Koordinaten (1)
und Impulsen (P) mit sechzehn damit vertausch-
baren Variablen zu tun, die einem Ring von Ver-
tauschungsrelationen geniigen und daneben verschie-
dene Identititen zweiten Grades erfillen. Es sind
die Invariante I, die Vierervektoren ¢, ¢ und %, »*,
der antisymmetrische Tensor M;;, und ein Pseudo-
skalar K. Wir schreiben auch (Myg, My, My,) =N,
(Myy, My, M;,) =3 oder in Komponenten M,
My, My bzw. 11, II,, II;. Die Vertauschungs-
relationen wurden in QM und besonders ausfiihrlich
PR1 abgedruckt. Die ihnen geniigenden Matrizen
konnen sdmtlich hermitesch gewihlt werden. Im Zu-
sammenhange damit sind sie simtlich unendlich, und
zwar zur Halfte reduzibel und mit diskreten Eigen-
werten (I, %, ¢ und M), zur Hilfte irreduzibel und
von kontinuierlichem Spektrum (K, 7, »* und ).
Thre Darstellungen sind durch die Eigenwerte von
vier Diagonalmatrizen gekennzeichnet. Grundlegend
ist der Wert von I, der bei uns den niedrigsten Wert
des Spins bestimmt und daher hier gleich 3 gesetzt
wird. Auflerdem wird man im allgemeinen

N2=06(6+1) und My;=pu

diagonal wihlen (in alteren Arbeiten wurde » statt ¢
geschrieben). An vierter Stelle hat man im wesentli-
chen die Wahl zwischen ¢* und K. Die K-Darstel-
lung, entwickelt in III und PR 2. ist die gegebene
Form fiir die Analyse des Massenoperators; Matri-
zen schreiben sich am leichtesten in *-Darstellung.
Die Matrix K wurde in dieser Darstellung ausfiihr-
lich in QM wiedergegeben. Wir heben fiir das Fol-
gende hervor, indem wir fiir Einzelheiten auf die
letztgenannte Arbeit verweisen. daf} die irreduziblen
Matrizen die Form

haben, wobei die angeschriebenen Ziffern die Eigen-
werte von (* bilden und nur die schraffierten Be-
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reiche mit Zahlen besetzt sind, die nach o (oder i)
und u weiter klassifiziert werden. Wir wollen Ma-
trizen dieser Form, zu denen insbesondere 11, I1,.
11, gehoren, als vom B-Typ, dagegen die reduziblen
Matrizen, in denen nur die Quadrate ausgefiillt sind.
als vom I-Typ bezeichnen. Die J-Matrizen selber
zerfallen nach o in gewdhnliche Drehimpulsmatrizen.
und zwar gehoren zu *=3 solche mit 6= 1, zu
=3 solche mit 6=1% und $ und so fort, jeweils
von 0 =4 bis 6=¢#—1. Die % sind in o nicht dia-
gonal.

Von den Identitaten, die die Matrizen erfiillen.
sind am wichtigsten

N2 —P2= 12— K> (1.1)

und MP=1K (1.2)
und die daraus durch Vertauschen mit »/ folgenden
2 My =Ky, (1.3)

und WMy = —1y, (1.4)

wobei unter M* der zu M duale Tensor zu verstehen
ist und im ersten Falle die hermiteschen Realteile zu
nehmen sind. Wir merken daneben noch an

iK1,
yi= _P_K2.1.

el —
=

(1.5)
(1.6)

Unsere Metrik ist so gewdhlt, daf} x; 2/ = %2 (x4)2
ist, d. h. 2, = —x*.

Es bleibt noch zu erldutern, wie die feldstiarken-
abhingigen Zusatzglieder angesetzt werden sollen.
Wir miissen dazu zuriickgehen auf die klassische
Ausgangsform dieser Theorie, in der statt der x/,
J die raumartigen bzw. zeitartigen Vierervektoren
Ul=x#|VI2+ K2 und ui=d/VI?>+ K? stehen [vgl.
auch (1.5) und (1.6); der Zusatz —1 ist den Ma-
trizen eigentiimlich]. Hiermit lautete die Hamirrox-
Funktion im kréftefreien Falle

H=U;p'+mc=0 (1.7)
mit m=my,Sin 'K, (1.8)
I'=3thcle®. (1.9)

Die Quadratwurzel wurde dann durch eine im Sinne
der Stirringschen Formel damit zusammenhingen-
den Funktion ©@ (/, K) ersetzt und die ganze Glei-
chung hiermit multipliziert. Auf diese Weise entstand

(1.10)
(1.11)

%jpl+mpec=0,

my(K) =mo @I, K) GinI' K

WO nun
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ist. Wir hatten dann in PR 3 gezeigt, dal man in
der klassischen Theorie bei Einfiihrung duflerer Fel-
der (. V) = A’ mit dem Ubergange von p/ zu

gl= p7+- Al (1.12)
nicht auskommt, sondern Glieder mit u/ Fj;, p* und
u/ F;;.* p* hinzufiigen muB, in denen die Fj; die
Feldstirken sind und ein Stern den dualen Tensor
andeutet 3. Wir haben sie nach Verwandlung der U;
in »;, vgl. (1.7) und (1.10), noch zwecks Erhaltung
der Invarianz gegen Rauminversionen [vgl. dazu III,
Formel (3.4) etc.] mit K und —I multipliziert,

* h a’(p 1
== ] g if =
zw <i o:c] ¢ L 1}») (

Die Zusatzglieder miissen wir noch, wenn die ¢4 . ..

Ly=

h Oy*
i Qxi
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worauf man sie noch nach (1.3) und (1.4) um-
schreiben kann, und sie dann mit unbestimmten Zah-
lenkoeffizienten ¢, und c, addiert. Sie sollen also hei-
Ben ¢y #! M;; F¥' p; und ¢, #! Mj* FF* p; . SchlieB-
lich haben wir noch ein Glied c; »; p/ M;; Fi* hinzu-
gefiigt, weil sich damit groflere Symmetrie herstellen
laf3t. Ein besterntes Glied dieser Form wiirde nichts
Neues ergeben.

II. Die Gl. (1.10), ergéanzt durch die Zusatzglie-
der und mit p/ ersetzt durch g/ nach (1.12) soll nun
aus einem Variationsprinzip hergeleitet werden. Die
ungestorte Gl. (1.10) folgt wie iiblich (jedoch mit
w* statt ) aus

+ ¢ Ay )Afw_m,(K) ey, (2.1)

cg reine Zahlen sein sollen, mit einem passenden Di-

mensionsfaktor versehen. Da wir den Storeffekt in der ungefdhren Groflenordnung eines ,,PauLi-Terms*
erwarten, werden wir mit einem Faktor e h/2 mqc multiplizieren, und da wir alle Energien in Vielfachen
von my c* rechnen wollen, werden wir hiermit dividieren. Im ganzen multiplizieren wir also mit e %/2 m,?2 c?.
In den Formeln (2.2) bis (2.7) ist dieser Faktor zur Ersparnis von Klammern noch ausgelassen und da-
fiir ein ~ gesetzt. Zu dem Gliede mit ¢; vom Ende des Abschnitts I gehort offenbar ein

h * i 8 dy* - ;
Li~ = B fyt o My PR 26— S0P My (2.2)
denn dessen Variationsableitung nach y* liefert
Uk
3 Myp+ My od) FRP 2% 4 B SFR (2.3)

3z " 27 dxd

Hier ist der erste Term der gewiinschte, wihrend der zweite durch die Variationsableitung entsteht. Ent-
sprechend liefert

Ly~ — l_{ w* ol Myt Fkl*a_w _ aiplk M,* 5 w} (2.4)
cine Variationsableitung  B(#l My* + My o) P2 30 4 B 3P g, (2.5)
und schlieBlich B e _2"‘—‘{ * 51 3 My, Fik gf aaf] 1 M, Fik i w} (2.6)
eine Ableitung i M, F’k h ol gw + 2i % (3 My Fi¥) ol . (2.7)

tischen Feldes addieren und unter den A; bzw. Fi
die Summe der freien Feldgroflen und duferer, nicht
mitzuvariierender Felder verstehen. Es konnte in-

Die nichtvertauschbaren #/ und Mj; sind hier im-
mer symmetrisiert zu denken, soweit sich die Sym-
metrisierung nicht schon durch die Ableitung ergibt;

es besteht in (2.2) kein Grund, eine Reihenfolge aus-
zuzeichnen. Weiter verfahren wir nun genau wie in
der Standardmethode , indem wir zu den L,...Lg
noch die Lacrance-Funktion L, des elektromagne-

* a.a. 0. war die Hamuron-Funktion noch mit ui statt U7 und
waren demgemf} die Zusatzglieder mit UJ statt u/ geschrie-
ben. Uber die Griinde fiir die Abidnderung siehe IV.

konsequent erscheinen, wenn wir nun doch freie,
d. h. bei jedem Teilchen zugleich die Wechselwirkung
mit dem eigenen Felde beschreibende Felder einfiih-
ren. nachdem wir fiir deren Beschreibung schon die

4 s. etwa ScaweBer—BerHE-DE Horrmany, Mesons and Fields,

Vol. 1,12 b [Evanston — New York 1955].
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unendlichen Matrizen an Stelle der Diracschen vor-
gesehen haben. Es handelt sich aber nur um eine
strenge Fassung der unstrengen Betrachtung (l. c.
IV)., wo wir auch zunidchst die Energie des freien
Feldes zu der Hamitron-Funktion der Partikel addie-
ren [vgl. (1.7) a.a.0.]. um sie dann iiber die Be-
wegungsgleichungen der Feldkomponenten durch die
Partikelgeschwindigkeit (0 bzw. u;) und daraus ab-
leitbare Groflen, insbesondere das Linienintegral
(1.21) L c. fiir m auszudriicken. Das Ergebnis ist
die gegenwirtige Wellengleichung (1.10) mit dem
Massenoperator (1.11). der nur noch von den In-
varianten /. K des Matrizenringes abhingt. Un-
streng ist dabei nicht nur die Verletzung der relati-
vistischen Invarianz — was fiir das Prinzip nichts
zur Sache tite — sondern mehr noch die zunichst
angenommene Vertauschbarkeit der Feldkomponen-
ten mit der Geschwindigkeit. die erst nachher durch
geeignete Vertauschungsrelationen der u; unterein-
ander ausgeglichen wird. Gegenwirtig gehen wir di-
rekt von der Wellengleichung mit den unendlichen
Matrizen aus, indem wir deren Vertauschungsrela-
tionen entweder aus denen der u; tibernehmen oder
einfach postulieren. Diese Matrizen ziehen dann
durch den Vergleich mit der Erfahrung die Zusatz-
glieder nach sich. und diese fiithren iber die Bewe-
gungsgleichungen des Feldes. wie sie jetzt aus der
Lacrance-Funktion folgen. wieder zu einem Massen-
operator, der wie frither von den /. K. jedoch im
Sinne der jetzt gewahrten Lorentz-Invarianz aufler-
dem von den w-Funktionen abhédngt. Der Operator
kann auch wieder in K-Darstellung geschrieben wer-
den, wobei die y-Funktionen als Funktionen von
x, y, z, t und K erscheinen. die alle ein kontinuier-
liches Spektrum haben.

Entschieden inkonsequent sind wir nur insofern.
als wir daneben noch den nach der friheren Me-
thode abgeleiteten Operator (1.11) beibehalten. der
wegen des zur Wiederherstellung der relativistischen
Invarianz benutzten Kunstgriffes nicht mehr als
heuristische Bedeutung hat. Dies moge erlaubt sein,
da wir natiirlich weit davon entfernt sind, den neuen
Operator zu beherrschen. Wir werden ihn also nur
fir den feldfreien Fall kurz betrachten und bei der
Berechnung der ¢; ... c; mit dem alten Operator wei-
terrechnen, von dem wir weiter nichts brauchen. als
daB (%*) "'m;(K)/m, einen Eigenwert 1 und nur
in endlichem Abstande (unter einem endlichen Win-

5 In IV wurde versehentlich nur ein Eigenwert bei —1 nebst
zwei komplexen angegeben. Man erhilt aber alles symme-
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kel auf dem Einheitskreise) weitere Eigenwerte hat 3,
so dal man unter Inkaufnahme der Realitatsschwie-
rigkeit in der Nahe von + m,¢® nach Potenzen der
Feldstirke oder der Feinstrukturkonstanten
entwickeln diirfen.

wird

Wir setzen also

L=Lyt+e;Li+ecsLy+cyLy+ Loy (2.8)

und variieren nunmehr nach den 4;, wobei wir uns
die Lorentz-Bedingung in geeigneter Form beriick-
sichtigt denken. In erster Naherung. d. h. unter Weg-
lassung der kleinen Zusatzglieder, folgt dann wie
gewohnlich

QF!Qxl =ey™ sy . (2.9)
AuBerdem gilt natiirlich die Identitat
QF*[3x'=0. (2.10)

Geht man mit diesem Ergebnis zuriick in die durch
Variation nach y* gewonnenen Terme, so erhailt
man im letzten Gliede von (2.3) einen von den
Feldstarken nicht mehr abhéingigen Beitrag

- _2;3: M2l (ey™ 2Fy),

der also die Natur eines Massenoperators hat. Mul-
tipliziert man hier, wie vorgesehen, mit e /2 m,? ¢,
so erhilt man, von dem Faktor k/i abgesehen. der
den p/ in (1.10) entspricht, einen Faktor von der
Dimension einer Flache

P=eh/my>c3.

(2.11)

und das Zusatzglied nimmt, wenn man wieder (1.3)
benutzt. die Form eines HersenBerc-Terms an:

Yo B Ky (y® #hyp). (212)

In dieser Form wechselt es allerdings bei Raum-
inversion sein Vorzeichen nicht, wahrend die ganze
tibrige Gleichung das tut. Man miifite, um das zu
beheben, in L, . .. Ly z. B. w* K~ statt y* schreiben.
womit man % ¢; v w(y* K1k y) erhielte, doch
wollen wir auf die Transformationsfragen noch nicht
weiter eingehen. Der Term (2.5) liefert wegen (2.10)
keinen entsprechenden Beitrag, und das Divergenz-
glied in (2.7) 1aBt sich natiirlich auch nicht durch den
Strom ausdriicken, sondern mufl mit den iibrigen
feldabhdngigen Termen als Storung behandelt wer-
den.

trisch auch bei +1, wenn man in (4.4) a.a.O. von der
komplex konjugierten Transformation ausgeht.
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III. Die beiden folgenden Abschnitte sind nur der
Berechnung der ¢, ...c; gewidmet. Wir zeigen zu-
nachst, dal ohne die Zusatzglieder der Anomalie-
faktor des Elektrons und die Wasserstoff-Feinstruk-
tur, die bekanntlich auler dem relativistischen Term
noch einen klassisch nicht deutbaren enthalt b, falsch
herauskommen und korrigieren das durch die Zu-
satzglieder. Wie man sich denken kann, liele sich
der Anomaliefaktor schon durch das Glied mit c;

mie+#q—#pt+2/2e{c; K (Bx D)+ [((Bp* —dBP) —c;(MB) (xp—#tp*)}=0.
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berichtigen; das interessantere Glied mit c¢; wird
erst durch den unklassischen Term bedingt. Es ist
tibersichtlicher, magnetische und elektrische Felder
getrennt zu behandeln. Ein homogenes magnetisches
Feld B sei durch sein Vektorpotential

A=3(Bx1) (3.1)
gegeben. Die durch Variation von (2.8) nach den
w* zu erhaltende Gleichung lautet in Matrizenschreib-
weise, vereinfacht durch Verwendung von (1.4),

(3.2)

Wir fithren hier eine FoLpy—Woutnuysen-Transformation 7 mit der unitaren Matrix

L=eilsBpt

(3.3)

durch. % ist in der Einleitung erklart, g durch (1.12). Es ergibt sich bei Entwicklung bis zu Gliedern mit p?
(die Klammern bedeuten Vertauschungssymbole; das Glied m;c ist invariant, weil / und K mit 8 kom-

mutieren) :

L'ZgL=%g+i1! [g%. %] (p*) ' +...

=% g+i(g[P. %19+ [g. a1 P) (p*) 1.

(3.4)

Hier ist nach PR 1 bzw. auf Grund der HersexBergschen Vertauschungsrelationen

[, %] = —int by,
daher der ganze Ausdruck

L'%gL=%g+x*g2(p*) 1—ehfc (xxP) B(p*) 1.

[gi, gxl =eh/ic'Bik-,

(3.5). (3.6)

(3.7)

In dem Gliede mit »* p* muB man, um Glieder mit p? zu erfassen, drei Glieder der Reihenentwicklung

mitnehmen:

LtoApt L=o*pt+i/11 [gB, '] - 1/2! [gB[g B, »* 11 (p*) * + ...

=xtpt4ng+i(tgi—eh/c-(xxP)B) (pH L.

Im ganzen ergibt sich also

L' (mjc+#xg—xtpY) L=myc—»*p*+3%*g%(p*) 1 —eh/2c- (xxP) B(p*) *.

Mit Einfiihrung des Bahndrehimpulses

(rxp) =I (3.10)

wird wie gewdhnlich

g2=p2+ehfc- (Bl) +e3/c2- A% (3.11)

Wir versuchen nun, alles in Vielfachen der Matrix »*
zu schreiben, die vom B-Typ ist, um diese nachher
herauszuziehen und eine Gleichung vom IN-Typ
iibrig zu behalten. Fiir # x P erhalten wir aus (1.4).
wenn wir diese Gleichung in Vektoren schreiben,

AxP=rtM+17. (3.12)

Wir denken uns nun die Entwicklung in der Nahe

6 vgl. etwa H. A. Berae u. E. E. Saceerer in Handbuch der
Physik XXXV, Sect. 12 7, Berlin 1957.

(3.8)

(3.9)

des Eigenwertes m, unseres Massenoperators vor-
genommen, setzen also

(3.13)
(3.14)

m;(K) c=x%*myc
und pt=myc+W]c.

Dann ergibt die rechte Seite von (3.8). gleich Null
gesetzt,
— A W/e+ it +ehfc- (BI) +e*/c2-A?) (p*) 1
—eh/2c-(AM+17) B(p*) =0 (3.15)
oder in linearer Naherung in B, mit
(p!) ' (myc)™t

7 L. L. Foupy u. S. A. Wournuysen, Phys. Rev. 78, 29 [1950];
L. L. Foupy, ebenda 87, 688 [1952].
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und nach Multiplikation mit ¢ (%) ~1:
w= P L " q_mB

2my | 2mpc

—t® LAy (T,

(3.16)
2myc
Wie man sieht, kommt der Anomaliefaktor vollig
falsch heraus — an Stelle von [— It sollte [ +2 N
stehen — und das letzte Glied sollte iiberhaupt feh-
len. Wir fiigen daher jetzt die Terme mit [*/e aus
(3.2) hinzu, wobei wir annehmen, daf} die ¢;...c4
die Groflenordnung 1 haben. Diese Glieder haben
dann wegen des Wertes (2.11) von [? und wegen
p* = myc bereits die Groflenordnung der gegenwir-
tig betrachteten Terme und brauchen daher nicht
mehr L-transformiert zu werden. Wir konnen viel-
mehr die Terme mit ) neben p* noch vernachlissi-
gen. Gl. (3.15) nimmt mit diesen Zusétzen nach der
gleichen Behandlung wie vorhin die folgende Form
an:
p® |, eh
W= e T Omgo (3.17)

{4 (eg=1) M+ =1 (A 2L} B,

Der richtige Anomaliefaktor erfordert also, dal man
cs =1, cg=3 setzt. Wir werden weiter unten fiir die
Feinstruktur nur die etwas schwéchere Forderung er-
fullen konnen, daf} Gleichung (3.17) fir die erste
Teilmatrix von J)¢ (die zum Spin % gehort) und fiir
die entsprechende Teilmatrix von (»%) ™17, das in-
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soweit auch vom -Typ ist, erfiillt sein soll. Es gilt
namlich mit dieser Einschrinkung, wie wir im An-
hang zeigen,

i — JoA (3.18)
es geniigt daher, in (3.17) zu verlangen, dal}
—cy+3c3=8 (3.19)

sei. Diese Gleichung wird sich beim Feinstruktur-
problem wiederholen. Das Glied mit ¢, trat bisher
nicht in Erscheinung, weil es in (3.2) nur von der
GroBenordnung ) ist. Es hat iibrigens dort i-Cha-
rakter, was sich beim Multiplizieren mit (%) 7! in
B-Charakter verwandelt.

IV. Es folge nun das CourLoms-Feld und die Was-
serstoff-Feinstruktur. Wir benutzen als Einheit der
Energie m, ¢?, des Impulses a mg ¢, wobei

a=e*fhc (4.1)

die Feinstrukturkonstante ist, und als Einheit der
Linge den Wasserstoffradius @ =#h?/m, e>. Dadurch
erscheinen das Potential in Vielfachen von e/a und
die Feldstirke von e/a®. Den Massenoperator schrei-
ben wir

my(K) = umy, (4.2)

wobei wir wieder von dem Eigenwert 1
(#*) "' my/m, ausgehen wollen. Die Eigenwertglei-
chung fiir die Energie lautet (€=1/r3):

von

uta(zp) —xtpt—a?xtfr+3c, 3 K{— (VC) p*+at(€Cp) —2iatdivE)
+360 IT(Cxp) +3cya®{(axp—ntp!) (PC)-3ia(x V) (PE)}=0. (4.3)

Ohne das Couroms-Feld und die daraus abgeleiteten
Zusatzglieder wiirden wir diese Gleichung auf ein
Schwerpunktssystem mit p=0 transformieren kon-
nen durch die Lorextz-Transformation (3.7) von
l.c. III, die in unseren jetzigen Einheiten lautet

L=¢"iad(P) (4.4)
mit 9= 1 9 Tang « p/p*. (4.5)
ap
Es folgt
Li(axp—ntpt) L= —x*V (pY)2—a2p2, (4.6)

wobei aus Stetigkeitsgriinden () — 0) rechts, wenn
man unter p* die positive Energie (:c) versteht, das

[D,a%p—ntpt] =ia(%)) ptP—ia?xtp2d —iad (%)) p*/r+iat {(pPB) (% €) +x* p/r} .

Minuszeichen stehen und die Wurzel positiv verstan-
den werden muf}. In Gegenwart eines CouLoms-Fel-
des setzen wir L =e™?? mit

D=a(pP) (¥-a?r),

wobel wir uns den Ausdruck symmetrisiert denken.
Da wir bis zur Ordnung o* entwickeln wollen, miis-
sen wir die der Gl. (3.4) oder (3.8) entsprechende
Reihe bis zum Gliede mit 1/4! nehmen. Man erhalt
bei Ausfiihrung der Vertauschungen, wenn man im-
mer nur Glieder bis einschlielich a* beibehilt [man
unterscheide im folgenden (p*)2 von der Energie

p']

(4.7)

(4.8)

Infolge der Symmetrisierung von @ sind auch hier wieder alle Glieder, die P und 7 nebeneinander ent-
halten, symmetrisch, was wir nicht besonders zum Ausdruck bringen. Die zweite Vertauschung ergibt
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[P[D.axp—ntpt]]l=a2xtp* (9 D)2 —a®(% ) (FP)2—a* {(pP) (% €) — (%) (B E) +2x*pr} p*¥.

(4.9)
Die Glieder mit a* sind wieder symmetrisiert zu denken. Schlieflich ergeben die dritte und vierte Vertau-
schung
[P[DP[D,...]]=—iad (%)) p* P2 P +iatxt(p?)2 93, (4.10)
[PIDP[D[D,...]1] = —atxtpt(p?)20*. (4.11)
Insgesamt bekommt man so, mit Entwicklung der Wurzel in (4.6),
L*(l;:p—x“p‘i) L= —"4[)4 {1 _%az pz(p4) _2~%d4(P2)2(p4) —4} +a3(;p) p4/r
—at AP r+ (PP) (2 C) (1-3p*F) +3(% D) (BEC) p*—niptdp2fr}. (4.12)
In dem Gliede mit 1/r, das schon mit o erscheint, brauchen wir nur bis a2 zu entwickeln:
L' x4 L=nt+a(% D) (p*) ~1+ % a2 x4 p2(p*) 2 (4.13)
Ll _a@eE) py-t-2 {11,» I, 2B _ (G x p)} PH2.  (4.14)
r r 2 Qi
Die Matrix des Tensors II; IT; hat Ubergangsele- nHe=I112=I12= 1, (4.15)
mengsd:rlon L4=%’,/2bn.ad1§b= 3/2 und 7/2(::;‘;(7;)11n wé}i I+ ,=0, i=k, (4.16)
am usse wie beim Ubergang von (3. na . I _
(3.16) die ganze Gleichung mit (x*) ! multiplizie- daher, im Hinblick aué;}t:t €-o,
ren, so daB die Glieder bis zur Ordnung «® mit der I1; I, =3divE. (4.17)

Einheitsmatrix multipliziert erscheinen, und dann
zur Wellengleichung iibergehen, so erscheinen also
in der Ordnung a* Terme mit ;5. Anderseits hat
der Tensor II;II; auch Ubergangselemente von
*=7/2 nach ¢=3/2. Die Funktion y7> wird da-
durch auf a2vjys zuriickgefiihrt, so da} a7z pro-
portional a3 wird und neben a*vsg, vernachlis-
sigt werden kann. Fiir die (% %)-Elemente des Ten-
sors berechnen wir im Anhang

Qi
In den Gliedern mit a* konnen wir p* =1 und daher
auch ¥ =1 setzen, womit sich der letzte Term in
(4.12) vereinfacht. Bei der Bildung von Lfx*/rL
verschwindet ein Glied mit (P €) in der gewiinsch-
ten Naherung wegen Symmetrisierung. Das Glied
mit (%)) (P E), das dabei auftritt, vereinigt sich
mit entsprechenden Gliedern in (4.12) unter Heran-
ziehung von Formel (A 9) des Anhangs zu (sym-
metrisieren!)

(Fp) (B E) — (pP) (% 6) = bt div G— 324 M(E ) . (4.18)
Fiir € x p kann man schlieBlich [/r? setzen. So ergibt sich im ganzen
L'(u+a(xp) —xtpt—a2xt/r) L=u—»tpt+a2xt (% P2(pt) ~t— —lr—)
+a4z4'{%(l)2)2_%p?%_}_%divg_{%%I_}. (4.19)

Wir entwickeln nun auch die Energie nach a:

pt=Wo+2 W, + ot W+ ... (4.20)

und setzen den ganzen Ausdruck, vorldufig ohne die
Zusatzglieder von (4.3), gleich Null. Es folgt mit

ww=1x* wie oben Wy=1, sodann aus dem Gliede mit

2
a=:

(4.21)
Wir entnehmen hieraus p?>=2(W;+1/r) und in

Operatorenschreibweise
P =2 (W })+2(@V)+div@, (4.22)
(p2)2=4(W1+ %) +4(CV) +2divE.  (4.23)

Hier heben sich jeweils die letzten Glieder, da wir
mit Ricksicht auf die gleichen Erwartungswerte
[siehe etwa 1. c. %, Formel (12.15)]

divE=4ad(r) = —2(C )
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setzen konnen. Die Glieder mit a* ergeben dann
unter Beriicksichtigung eines Beitrages von
(pH)y 1=1-a2W,:
1 . 1\2 51 d
—adAll Lt =
atx {W2+ ?(Wl—i- r) +4

e (4.24)

+

[= NV BT

mi _
=0

also wieder ein falsches Resultat, denn die Klammer
sollte heiflen [I. c. %, Sect. 13]

L (i 12 11 d 1Ml 9=
3 =" : — - _=0.142
W2t 2(V1+ r) Tifx 2P 0 (k)

Wir ziehen also jetzt die Glieder mit ¢, ... c3 heran.
In dem Gliede mit ¢; heben sich wegen (4.23) die
beiden letzten Terme. Der erste mull noch L-trans-
formiert werden, weil er nur von der Groflenord-
nung a* ist. Die Invariante K kommutiert mit |3,
und ¢ und € transformieren sich nach

L'TL="+ad),
LCL=C+a(PV) E.
Schliellich ergibt sich

(4.26)
(4.27)

L{(aZp—np)(BE) + ..} L= (B E) —ant [(F —3.C

W. WESSEL

L'KTCL=L'KGC/L
_KiG+aK (14(§p+17,-1,,.¥).(4.28)
If

wobel bis auf 71; ¢, alles symmetrisiert zu denken ist.
Dabei ist in genligender Naherung

Ki+/K=0, (4.29)
so dal} das erste Glied rechter Hand verschwindet,
und fur i £k

11,‘ l/‘~+H]‘« l(':O. (430)
so dall wegen rot € =0 die gemischten Glieder weg-
fallen. Den Rest mufl man weitldufiger berechnen,
da dreifache Produkte zu symmetrisieren sind. Es
ergibt sich nach einer im Anhang erlduterten Rech-
nung schliellich als Beitrag des Gliedes mit cy:

L'KiCGL=3%asx*(CV)+... . (4.31)

Das Glied mit ¢, kann mit (3.10) und (3.18) ge-
schrieben werden

IT(Gxp)=— L2 (M) /3.

Da es mit a* multipliziert ist, bedarf es keiner L-

Transformation mehr. Das Glied mit ¢; 1at sich
durch dhnliche Rechnungen auf die Form

(4.32)

gﬁ‘} (4.33)

r# r

D) -3 €V -

bringen. wo das erste Glied wegen Symmetrisierung. das zweite wegen (4.15). (4.16) noch wegfallen. Zu-
sammengestellt ergeben die Zusatzglieder in (4.3) schlieBlich

gt fo 1L d

1"Y6 r2dr %6
und fiigt man dies Gl. (4.24) hinzu. um (4.25) zu
erhalten, so ergibt sich

—c3+3¢c3=8. —2c¢;+3c3=12. (4.35)

Man hat also nur zwei Gleichungen fir die drei
Konstanten und konnte noch eine von ihnen fort-
lassen oder (3.17) streng erfiillen, doch mufl man
¢, oder ¢, auf jeden Fall mitfihren, und im Hinblick
auf eine einfache Deutung des ganzen Zusatzes wird
man sie nicht gut als verschieden annehmen konnen,
sondern noch

c1=¢y

(4.36)

verlangen miissen. Damit ergibt sich

cp=c=—4, (4.37)

4
C3= 3.

Der Materieteil unserer Lacrance-Funktion heif3t

Ml (1 1 d 1

9T(I>[ (4.34
arrdr 2 9B 34)

also endgiltig

L—Ly—4(Li+L,— 1Ly).  (4.38)

und der Langenfaktor des ., Heisenserc-Terms®
(2.12) reduziert sich auf die Konstante (2.11).

Mathematischer Anhang

Wie eine *-Darstellung des Matrizenringes aus-
zurechnen ist. wurde in QM allgemein gezeigt. Es
wurden dort insbesondere die (eine Darstellung der
Lorentz-Transformation bildenden) 3- und )(-Ma-
trizen angegeben, aus deren ersteren sich durch Ver-
tauschen mit ¢ die ¢- Matrizen, mit »* die »- Matri-
zen herleiten lassen. Die (-Matrix, a.a.O. und im
folgenden ohne Index geschrieben, wenn sie selbst
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als Index dient, hat die Eigenwerte /+1, I +2 etc., gegeben; die Matrix »* ergibt sich daraus als
also fiir unseren Fall 3/2, 5/2, 7/2 etc., vgl. Abb. 1. %*=i[ K]. das ist mit der jetzt benutzten Bezeich-
Die Matrix K ist a.a. 0. (3.22) vollstandig wieder- nung o statt x:

(do|at| o)y =32i{V(t+0)(B—0—-1)0.v+1 —V(F+0+1) (¢ —0)0,—1) buo, (A1)

Die )){-Matrizen sind die (mehrmals aufgeschriebe- sie wegen der Irreduzibilitit weder in ¢ noch in #

nen) Matrizen des Drehimpulses 1/2, 3/2 usw. Die diagonal sind. Man verfihrt daher bequemer so, daB8

Formel fiir die P-Matrizen lassen sich auch in ge- man erst die reduziblen x berechnet und dann die 3

schlossener Form angeben [siehe (3.9) und (3.24) durch P=i[xt%] erzeugt. Man braucht nur

a.a.0.], doch 4Bt sich damit schlecht rechnen, weil #3= —i[x* II;] mit Hilfe der expliziten Formel fiir
I1, auszurechnen, wofiir sich

(Bou|B| o wW)=—0u{cV(t+0)(*—0)(0+u) (0—u) do,0+1 + 14 fdorfo(c+1)
Y (B +0+1)(B—0—-1) (0+u+1) (06— +1)d00—1} 00 (A2)
ergibt. Die Koeffizienten ¢’ sind allgemein durch QM (3.23) gegeben. Fiir I = % reduzieren sie sich auf
“=1/20. (A3)
Hieraus erhilt man »! und %®> durch Vertauschen mit M, und M,: es ist
(Bou|la+ix?| o’ pW)=0u{c"V(E+0)(—0)(6+pu)(0+u—1) 0o+ (A4)

— IV (o+u) (6—p+1)/0(04+1) 6oy ="V (F+06+1) (F—0—1) (06— p+1) (0— tt+2) do,e—1} Sy, +1

und ! —i %2 die hierzu hermitesch konjugierte Matrix. Man findet fiir die »- Matrix, die in Abb. 1 das
erste (obere linke) Quadrat bildet:

%334 )= —I{io,+jop+fos}= 10, (A6)

wobei die 6, 05, 05 die ,PauL-Matrizen“ und i, j. f orthogonale Einheitsvektoren sind. Das zweite Qua-
drat wird gebildet von den Matrizen

(77/“’]”]22/ _5'5_137

51 ,07153,/\_i1(V6 0 —V2 iye 0 iy2 0 10 =22 0 0
(i p|¥|484) I“"(o V2 o 1/6)“**(0 ive 0 Ll/6)+f< 0 —2y2 0)’
(33u|%|34u") = dasselbe hermitesch konjugiert (A7)
(33u/]%]330") = — 31 My,

wobei My die Matrix zum Drehimpuls 3/2 bedeutet. Schreiben wir schlieBlich noch kiirzer xj;, fiir
(31%4|3%) und ;4 fiir (ilul;c'li%,u') usw., so gilt
(33p \ 12 ‘3 ’:u =% ;5,1 ";3,1 {(”"sn = ”;,11 )2+ x;,l:} ”Z;,sl} O’ . (A8)
was fiir j=1, 2, 3 jeweils 3/4 ergibt, wie in (4.15) behauptet. Ahnlich ergibt sich (4.16).
Ferner berechnen wir fiir zwei beliebige Vektoren a, b:

wl(@z)(OP) 334"y =— Lixga{(ab)+iG(axh)},
<31; ul(ﬁ}’)(f’%)’zz“ —Eizéa,1{7(ab)-ia(axb)}’ (AT)

wo o die Vektormatrix von (A 6) ist. Setzt man hier fiir a und b geeignete Einheitsvektoren ein, so ergibt

sich fiir die (33)- bzw. (3 3)-Elemente
(% xP) =34t M (A 10)

und daraus in Verbindung mit der allgemein giiltigen Formel (3.12) die Formel (3.18).
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Formel (4.31) schlieflich erhielten wir wie folgt: in (4.28) kann man mit Benutzung

[.. SZASZ

von (4.23) und

den Vertauschungsrelationen ¢ =i[Il; ] =i[ll,1,] =i[ll5;] schreiben

SEK

3
_‘_,—(K‘4+L4K)(@P) +ILA(K g+ 4 K) = = I A{K (4 I+ ;) + (4 I1;+11;1;) K}

=
Oz i=1

Die Matrizen ¢;I1;+I1;¢;, i=1, 2, 3, haben die
ersten nichtverschwindenden Elemente an den Stel-
len (3 %) bzw. ({4) von Abb. 1. Diese zerfallen
wieder nach o in Elemente (4 1), (3 3), (3 3) und
deren Adjungierte. Von diesen sind die Elemente
(44) fir i=1, 2,3 unter sich gleich, und es gilt
hierfiir (nicht summieren!)

[Iili+l£1["=:—%§(KZ4+Z4K). (A].2)

Die Elemente (44) und (43) sind unter sich un-
gleich fiir i=1, 2, 3, und fiir sie gilt diese Gleichung
nicht. Beim Symmetrisieren mit K, wie es in (4.28)

(3]

Ei

x!

(A11)

(&)

ebenso wie in (1.3) verlangt wird, ergeben sich
nichtverschwindende Elemente an den Stellen (3 3)
und (23) der Abb. 1. Die unter sich gleichen Ele-
mente erscheinen hier bei ($4) in o, die ungleichen
bei (+2) und (3%). Die ersteren ergeben unter
dem Summenzeichen von (A 11) einfach

— (K242 Kt K+ 24 K?) divE, (A13)
was sich ohne weitere Komplikationen ausrechnen
laft und auf (4.31) fiihrt. Die letztgenannten Ele-
mente fallen bei der Multiplikation mit (x*) ™! weg
und sind daher in (4.31) nur durch Punkte ange-
deutet.

Uber die Erweiterung der Hartree-Fockschen Niherung
durch Korrelationsfunktion

Von LevenTe SzAsz

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Institut fiir Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 14 a, 1014—1020 [1959] ; eingegangen am 26. September 1959)

To take into account the correlation between the valence electrons of an atom with NV core elec-
trons and two valence electrons we make use of the trial function suggested by Fock, WesseLow

and PeTrRASHEN

1
YT Yyt

Ap (1) @:(2) ... pN(N) D(N+1,N+2).

(Here A4 is the antisymmetrisation operator, @y, ®s, ...

, @N are the atomic core one-electron wave

functions and @ is the two-electron wave function of the valence electrons.)
We study the question: which system of equations will provide us with the best determination

of the functions @y, @,, ..

., D ? With the aid of the energy minimum principle it is shown that if

one neglects the effect of the valence electrons on the atomic core the core electron functions can
be determined from the Hartree—Fock equations Hf @i=FE; @i, (Hr=Hartree-Fock Hamirroxian
operator, i=1, 2, ..., N) while the valence electron function satisfies the equation:

Hp(1) +HF(2) + (1-2(1,2))

1

Ti2

P=EP.

{The operator [1—£2(1,2)] is a projection operator with the following property: if one expands
the function @(1,2) in terms of the functions of the operator Hp (1) +HF(2) then the operator

[1—£(1,2)] removes the core functions @, @,, ...

Das am haufigsten angewandte Niherungsverfah-
ren zur Berechnung der Eigenfunktion und Energie
der Atome ist bekanntlich die Hartree—Focksche
Methode. Bei diesem Niherungsverfahren wird die
Eigenfunktion des Atoms aus Einelektroneneigen-
funktionen aufgebaut; die Variation des Energie-
ausdrucks nach den Einelektroneneigenfunktionen
liefert ein System von Differentialgleichungen. das

, @N from the expansion.} ‘

mit der Methode des .self-consistent-field* .losbar
ist 1.

Obwohl die HartreE—Focksche Methode beziiglich
der Eigenfunktion und der Energie der Atome im

-

Eine ausfiihrliche Zusammenfassung iiber die HarTreE—
Focksche Methode findet man bei D. R. Hartreg, ,, The cal-
culation of the atomic structures®, John Wiley & Sons,
Inc., New York 1957.



